
Matematyka

Lista 4

Zad 1. Na podstawie de�nicji wyznaczy¢ pochodn¡ funkcji

a) f(x) = 3x2 − 2x, b) f(x) = sin(5x),

c) f(x) = 2−
√

x, d) f(x) =
1

2x
,

e) f(x) =
1

2x− 3
, f) f(x) =

2x + 1

3x− 1
,

g) f(x) =
1√
x
, h) f(x) = cos(3x).

Zad 2. Stosuj¡c reguªy ró»niczkowania obliczy¢ pochodne

a) y =
2x

x + 3
, b) y =

x2 − 3

x2 + 3
, c) y = x2 sin x, d) y =

√
x

1 +
√

x

e) y = tg
√

x, f) y = x2 sin x, g) y = ln
x2

1− x2

h) y = (2
3
√

x2 − x)(4
3
√

x4 + 2
3
√

x5 + x2), i) y =
1

3
sin3 x− 2

5
sin5 x +

1

8
sin8 x,

j) y = sin2 x + sin x2, k) y = arctg
√

x, l) y = e
√

ln(x2+4),

m) y = −xarctgx− ln
√

1 + x2, n) y =
1 + arctgx

1 + x2
.

Zad 3. Wyznaczy¢ pochodn¡ drugiego rz¦du funkcji

a) f(x) =
2x + 1

3x− 3
, b) f(x) = 3

√
(x− 2)5, c) f(x) =

1
5
√

2x− 3
,

d) f(x) = ln(x2 − 2x + 1), e) f(x) = ln

√
1 + x

1− x
, f) f(x) = arctg

1− x

1 + x
.

Zad 4. Wykaza¢, »e dla ka»dego n ∈ N mamy

a) (sin x)(n) = sin
(
x + n

π

2

)
, b) f(x) = (cos x)(n) = cos

(
x + n

π

2

)
,

c) (ex)(n) = ex, d) (ln x)(n) = (−1)n−1(n−1)!x−n, e) (x−1)(n)n!x−(n+1).

Zad 5. Sprawdzi¢, »e funkcja speªnia podane równanie ró»niczkowe:

a) y = e4x + 2e−x, y′′′ − 13y′ − 12y = 0,

b) y = x−3
x+4

, 2(y′)2 = (y − 1)y′′,

c) y =
√

2x− x2, y3y′′ + 1 = 0,

d) y = cos(ex) + sin(ex), y′′ − y′ + ye2x = 0.



Zad 6. Wyznaczy¢ przedziaªy monotoniczno±ci funkcji

a) y = x4 − 2x2 + 5, b) f(x) = 5x + sin x, c) f(x) = 2x3 − 6x− 18x + 7,

d) f(x) =
x5

5
+

x3

3
+ x, e) f(x) =

x3 + x

x4 − x2 + 1
, f) f(x) = x2 ln x,

g) f(x) = x2e
−x2

2 , h) f(x) = x2 ln x, i) f(x) = cos x + x.

Zad 7. Znale¹¢ ekstrema lokalne funkcji:

a) f(x) = 2x3 − 3x2, b) f(x) = 5x + sin x, c) f(x) = 2x3 − 6x− 18x + 7,

d) f(x) =
x5

5
+

x3

3
+ x, e) f(x) =

x3 + x

x4 − x2 + 1
, f) f(x) = x2 ln x,

g) f(x) = x2e
−x2

2 , h) f(x) = x2 ln x, i) f(x) = cos x + x.

Zad 8. Znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji:

a) y = x4 − 2x2 + 5, na przedziale x ∈ [−2, 2],

b) y = x5 − 5x4 + 5x3 + 1, na przedziale x ∈ [−1, 2],

c) y =
√

100− x2, na przedziale x ∈ [−6, 8],

d) y = x−1
x+1

na przedziale x ∈ [0, 4],

e) y =
3
√

x2, na R

f) y = arctg (x2) na R.

Zad 9. Wyznaczy¢ przedziaªy wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci oraz punkty przegi¦cia wykresów
funkcji

a) y = −x4 − 2x3 + 36x2 + x + 5, b) y = 3x5 − 5x4 + 3x− 2,

c) y =
x3

x2 + 48
, d) y = 1− 3

√
x− 1, e) y = earctgx, f) y =

1

(x + 1)3
,

g) y = x4(12 ln x− 7), h) y = arcsin
1

x
, i) f(x) = x + 2− 3

√
x5.

Zad 10. Wyznaczy¢ asymptoty wykresów funkcji

a) y =
3− x2

2− x
, b) y =

2x2 − 1

x2
, c) y =

x4

2− x3
,

d) y =
2x3

(x− 1)2
, e) y =

1

x2 − 5x + 6
, f) y = e

1
x − x,

g) y = x− 2arctgx, h) y = x + 3arcctgx, i) y =

(
1 + x

1− x

)4

.

Zad 11. Przeprowadzi¢ wszechstronne badanie funkcji i wykona¢ ich wykresy:

a) y =
x2 + 1

x2
, b) y =

1− x3

x2
, c) y =

x3

x + 1
,

d) y =
x2

x2 − 1
, e) y = xarctgx, f) y =

x

ex
,



g) y =
ex

x
, h) y = ln(x2 + 1), i) y = (x− 3)

√
x,

j) y =
ln x

x
, k) y = x− ln(x + 1), l) y = x

x− 3

x + 1
,

m) y =
ln x

x
, n) y = x− ln(x + 1), o) y = (x + 1)

2
3 − (x− 1)

2
3 ,

p) y = x
x− 3

x + 1
, x ∈ [3, +∞) funkcja T örnquista trzeciego rodzaju

r) y =
ax

b + x
, x ∈ [0, +∞), a, b > 0 funkcja T örnquista pierwszego rodzaju

s) y =
a

1 + be−cx
, x ∈ [0, +∞), a, b, c > 0 krzywa logistyczna

t) y =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 funkcja g¦sto±ci rozkªadu normalnego o warto±ci

oczekiwanej µ i odchyleniu standardowym σ > 0

u) y =
1

π
· 1

1 + x2
funkcja g¦sto±ci rozkªadu Cauchy'ego

Zad 12. Tendencj¦ rozwojow¡ popytu na produkt aktualnie wprowadzany na rynek opisuje
funkcja f postaci:

f(t) =
120

1 + 54, 6 e−0,5t
,

gdzie t oznacza numer miesi¡ca, w którym rozpocz¦ªa si¦ sprzeda» danego produktu. Wyzna-
czy¢ tak¡ warto±¢ t0, »e dla t < t0 (t > t0) popyt ro±nie coraz szybciej (wolniej). Sporz¡dzi¢
szkic wykresu funkcji f .

Zad 13. Przychód ze sprzeda»y pewnego towaru zale»y od wielko±ci sprzeda»y x wedªug
wzoru:

f(x) =
2x

x + 1
, gdzie x ≥ 0.

Wykaza¢, »e w miar¦ wzrostu wielko±ci sprzeda»y, przychód ro±nie coraz wolniej.

Zad 14. Dochodowa funkcja popytu f na pewn¡ grup¦ dóbr jest postaci

f(x) =
50x− 150

x + 3
, gdzie x ≥ 3.

Sprawdzi¢, »e wraz ze wzrostem dochodu popyt jest coraz wolniejszy. Wyznaczy¢ równie»
poziom nasycenia, czyli warto±¢, od której popyt nie przekroczy. Sporz¡dzi¢ szkic wykresu
funkcji.

Zad 15. Funkcja:

x 7→ x2 − 3x

x + 1
, gdzie x ∈ [3, +∞),

jest dochodow¡ funkcj¡ popytu na pewn¡ grup¦ dóbr. Wykaza¢, »e wraz ze wzrostem do-
chodu popyt ro±nie coraz szybciej.

Zad 16. Niech cenowa funkcja popytu f na pewn¡ grup¦ dóbr ma posta¢

g(x) =
2

x + 3
, gdzie x ≥ 0.

Wyznaczy¢ funkcj¦ caªkowitych wydatków i sprawdzi¢, czy funkcja ta ro±nie coraz wolniej,
gdy cena jest coraz wy»sza.



Zad 17. Sprawdzi¢, »e je»eli dochodowa funkcja popytu jest pot¦gowa, tzn. f(x) = AXA,
gdzie a ∈ R, A > 0 i x > 0, to elastyczno±¢ dochodowa jest dla ka»dego x taka sama i
równa a.

Zad 18. Funkcja popytu na dobra podstawowe zale»y od dochodu (na osob¦) x i jest postaci

g(x) =
2x

x + 2
, gdzie x ≥ 0.

Obliczy¢ elastyczno±¢ dochodow¡ funkcji f , gdy dochód na osob¦ x wynosi 2 jednostki
pieni¦»ne. Wynik zinterpretowa¢ ekonomicznie.

Zad 19. Wykaza¢, »e je»eli dochodowa funkcja popytu jest pot¦gowa, to elastyczno±¢ do-
chodowa rz¦du n jest funkcj¡ postaci E(n) postaci

E(n)(x) = n!
(a

n

)
x1−n.

Obliczy¢ elastyczno±¢ czwartego rz¦du, gdy dochód na osob¦ wynosi dwie jednostki pieni¦»ne
oraz a = 1, 2.

Zad 20. Wªa±ciciel �rmy produkuj¡cej pewne urz¡dzenia zbadaª, »e koszty caªkowite pro-
dukcji s¡ funkcj¡ f zale»n¡ od wielko±ci produkcji x w nast¦puj¡cy sposób:

f(x) = 2000 + 10x− 0, 2x2 + 0, 03x3, gdzie x > 0.

Jaka jest w przybli»eniu warto±¢ nakªadów zu»ytych na wyprodukowanie dodatkowego urz¡-
dzenia przy wielko±ci produkcji wynosz¡cej 100 sztuk?


